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Предложена квазиньютонова модель взаимноинвариантной Гамильтоновой динамики гравитирующих масс, удов-
летворяющая принципу максимального натяжения Гиббонса. Симметрия модели определяется комплексной группой 
Лоренца с вещественной метрикой (группа Барута). Единственным свободным параметром, определяющим простран-
ственно-временные, импульсно-энергетические масштабы, а также частотные характеристики модели, является масса 
модельного объекта типа гармонического осциллятора. При этом воспроизводится классический аналог шредингеров-
ского «дрожания» (Zitterbewegung). В предельном случае массы Вселенной модель соответствует «осциллирующему» 
(������) варианту традиционной космологии. �аличие предела Гиббонса приводит к универсальной связи между плот-
ностью энергии и темпом космологического расширения, а также к существованию верхнего и нижнего пределов этих 
величин. Квантовая версия приводит к модели осциллятора Дирака для фермиона с массой Планка.
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The quas�-Newton�an mode� of the re��pro�a� �nvar�ant Ham��ton�an d�nam��s of grav�tat�ng masses, wh��h obe�s the 
G�bson max�mum tens�on pr�n��p�e, �s proposed. The s�mmetr� of the mode� �s defined b� the Lorentz �omp�ex group w�th 
rea� metr��. The mass of a mode� obje�t �s the on�� free parameter that defines spa�e-t�me momentum-energ� s�a�es as we�� as 
frequen�� �hara�ter�st��s of the mode�. In the �ase of sma�� masses there appears the ��ass��a� ana�og of the S�hröd�nger 
“boun��ng” (Z�tterbewegung). In the ��m�t�ng �ase of the Un�verse mass the mode� reprodu�es the “������” var�ant of trad�-
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Введение.  В настоящее время предпринимаются попытки использовать идеи взаимной ин-
вариантности, высказанные в свое время Борном [1; 2], применительно к проблемам космологии. 
�апример, в работах [3; 4] предложена взаимно-симметричная модель описания Вселенной на 
планковских масштабах. Ключевой момент подхода Борна состоял в объединении координатных 
и импульсных метрических Лоренц-инвариантов в рамках единой взаимно-симметричной ме-
трической структуры. Для такого объединения требуется наличие универсальной константы, 
имеющей размерность импульс/длина или энергия/время. Ввиду отсутствия подобного рода кон-
станты программа Борна оказалась реализованной лишь частично.
С другой стороны, Гиббонсом в 2002 г. [5] сформулирован принцип максимального натяжения 
(Max�mum Tens�on Pr�n��p�e – MTP) – утверждение о существовании в Природе верхнего предела 
для производной по времени от энергии-импульса (т. е. максимально достижимых значений мощ-
ности и силы), численная величина которого определяется обратной величиной гравитационной 
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константы Эйнштейна . В дальнейшем для краткости будем называть соответствующие величи-
ны пределом Гиббонса . Концепция Гиббонса позволяет не только выразить в одной размерности 
импульсные и координатные переменные, входящие в метрический инвариант Борна, но также 
идентифицировать его в качестве метрического инварианта комплексной группы Лоренца с ве-
щественной метрикой . Эта группа, впервые рассмотренная Барутом [6] вне связи со взаимной 
симметрией, впоследствии широко исследовалась в качестве группы симметрии само-взаимного 
квантовомеханического уравнения Борна применительно к феноменологическим моделям силь-
ных взаимодействий . В дальнейшем для краткости будем называть эту группу группой Барута .
Цель работы – демонстрация того, что использование группы Барута в качестве группы фун-
даментальной симметрии комплексного четырехмерного пространства с вещественной метри-
кой в сочетании с принципом взаимности Борна и существованием предела Гиббонса открывает 
новые возможности описания гравитационного взаимодействия на Планковских масштабах, 
а также структуры и эволюции Вселенной в целом .
Теоретическая часть.
1. Принцип взаимности и предел Гиббонса: классические и квантовые аспекты.
С целью объединения х- и р-пространств в рамках единой метрической структуры в подходе 
Борна вводятся два параметра: размерности длины – qe и импульса – pe (обозначения наши, «e» – 
от extremal), связанные соотношением
 e e ,q p =   (1)
где ħ – постоянная Планка .   
Соответствующая метрическая Лоренц-инвариантная структура
 
2
2 2
e e
1 1
inv,
dia�{1, 1, 1, 1}
B BS x x p p
q p
m m
m m
mn
= + = l =
η = − − −
 (2)
является также взаимно-инвариантной, т . е . не изменяется при постулированных преобразова-
ниях взаимности (Reciprocal Transformations – RT):
 e e e e
RT : ,  .
x p p x
q p p q
m m m m
→ → −
При этом Борн изначально рассматривал инвариант (2) как оператор, где канонически со-
пряженные величины хm  и рm  удовлетворяют перестановочным соотношениям
 
 [ , ] ( , 0,1, 2, 3) .х р im mnn = η m n =
Один из параметров в соответствии с (1) остаётся произвольным . Фактически у Борна та- 
ким феноменологическим размерным параметром является масса m e( ),p mc=  что даёт 
e ( )cq m
mc
= = l

 – комптоновская длина . Борн интерпретировал соответствующее квантовоме-
ханическое уравнение как обобщение уравнения Клейна–Фока–Гордона . Оно вошло в физику 
под названием уравнение релятивистского осциллятора и имеет решения, соответствующие 
дискретному эквидистантному спектру квадрата массы, который в представлении чисел запол-
нения имеет вид (см ., напр ., [7] и приведенную там литературу):
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в единицах 2 ( ) .c m
−l  
Здесь все ( 0,1, 2, 3)nm m =  – натуральные числа; 0n  – числа заполнения состояний линейного 
осциллятора (в координатах энергия-время); n – числа заполнения состояний трехмерного изо-
тропного осциллятора (в координатах импульс-длина) .
Предлагается следующее обобщение подхода Борна .
Условие Борна (1) представляется в виде
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 e e ,q p a=
где a – некоторое заданное (фиксированное) значение действия, причём для любого реального 
физического процесса это значение не может быть нулевым (т . е . min 0a ≠ ), и дополняется соот-
ношением
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– универсальная константа . 
Заметим, что идея о существовании универсальной константы æ0, имеющей размерность 
масса/время ≡ импульс/длина была сформулирована автором в работах [8; 9], а в 2003 г . [10] для 
неё (независимо от Гиббонса, хотя и на год позднее) было предложено выражение 30 / ,æ Nс G=   
а также определение 0max æF c=   для максимальной силы . Константа æ0 связана с предельными 
параметрами Гиббонса 
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æP c=  Наряду с (1) справедливо также условие e e ,E at =  связывающие экстремальные 
значения энергии e eE cp=  и временной длительности 
1
e ,gc r
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Теперь параметры pe и qe выражаются через a и æ0 следующим образом:
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Параметризация Борна ep mc=  с учетом (4) приводит к следующему определению e :q
 
e 2
2
 .N g
mG
q r
c
= =
Строго говоря, следует полагать: e in ,p m c=  
�r
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q
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=  где inm  – масса инертная, а �rm  – тяго-
теющая . Однако в силу принципа эквивалентности in �r  .m m m= =
Радиус Шварцшильда gr  возникает в качестве характерного (чисто классического) параметра 
размерности длины, сопоставляемого заданной массе, что соответствует появлению простран-
ственного масштаба в чисто гравитационном взаимодействии . Как известно, в основаниях тео-
рии гравитации Ньютона лежит модель парного взаимодействия двух точечных масс (m и M) 
заданной величины, сила взаимного притяжения которых определяется законом всемирного тя-
готения 
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где r – расстояние между массами .
Существование предела Гиббонса не только налагает ограничения на величину этой силы, 
но и вводит параметры, характеризующие размеры взаимодействующих масс . Выражение для 
силы 2N N
mM
f G
r
=  трансформируется следующим образом:
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Видно, что расстояние, до которого могут сблизиться две массы, заданной (ненулевой) вели-
чины m и M (говоря наглядно – центры масс двух абсолютно упругих «шариков» радиуса rg 
и Rg!), ограничено снизу значением 
1
2
0 ( ) ,g gr r R=  т . е . равным среднему геометрическому соот-
ветствующих радиусов Шварцшильда . 
В подобной ситуации возникает универсальное соотношение (при M m= )
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которое связывает массу заданной величины с фиксированным значением действия следующим 
образом:
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что позволяет использовать массу в качестве свободного параметра в классических динамиче-
ских моделях с чисто гравитационным взаимодействием частиц и с верхним пределом для их 
допустимых скоростей . Важно подчеркнуть, что соотношение (5) исключает возможность суще-
ствования нулевого значения массы частицы в её системе покоя .
Переход к квантовой картине достигается при min  .2
a =

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 – масса Планка,
т . е . операторное уравнение Борна (2) дает квантование квадрата массы в планковских единицах .
В единицах qe и pe оператор Борна (2) принимает вид
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что при min 2
a a= =

 соответствует эквидистантному дискретному спектру действия . Его измене-
ние определяется выражением (см . (3))
 0 0 min 0( , ) 2{ ( 1)} { ( 1)} ,S n n n n a n nD = − + = − + 
где n0, n – натуральные числа, причем 0 ( 1) .n n> +
2 . Принцип взаимности и группа Барута .
Группа Барута [6] есть группа преобразований вида Z′ = LZ в четырехмерном комплексном 
пространстве . Комплексный 4-вектор Z m определен следующим образом:
 { }, dia� 1, 1, 1, 1 ,X iY
m m m
mn= + η = − − −Ζ
где X m и Y m – вещественные псевдоевклидовы 4-векторы, а 4 × 4 комплексные матрицы L удов-
летворяют (в безиндексной записи) условию
 
† † *( эрмитово сопряжение) .L ηL = η L = L −
Соответствующий метрический инвариант группы имеет следующий вид:
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Квадратичная форма *m mΖ Ζ  не является положительно определенной, так что следует рас-
сматривать все 3 возможные значения инварианта * * *0, 0, 0 .m m mm m m< > =Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ
Группа Барута имеет характерную структуру: помимо центра в ней можно выделить под-
группу, изоморфную группе SU(3), а также две подгруппы, каждая из которых изоморфна груп-
пе SO(3,1), причём пересечение каждой из этих трёх подгрупп изоморфно группе SO(3) .
Нетрудно видеть, что следующее определение 4-векторов X и Y:
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означает отождествление метрического инварианта (6) со взаимно симметричным инвариантом 
Борна
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Заметим, что в полном соответствии с отмеченной структурой группы Барута инвариант (6) 
допускает определение комплексного 4-вектора ,X iY= +Ζ  альтернативное (7), а именно:
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При этом закону композиции параметров группы псевдоортогональных преобразований 
4-век торов mξ  и mΠ  соответствует «релятивистский» закон сложения сил, совпадающий по фор-
ме с законом сложения скоростей для группы Лоренца .
Взаимные преобразования (Reciprocal Transformations – RT) определены следующим образом:
 e e e e
RT : ; ; ,
x p p x
q p p q
→ →− η→ −η
так что
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т . е . ненулевые интервалы переходят друг в друга, а изотропный остается неизменным
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Действие, определенное как
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является самовзаимной величиной, т . е .
 RT :  .S S→
Инвариантный интервал обращается в нуль, если 0,x x p pm mm m= =  (соответственно, если 
0m mm mξ ξ = Π Π = ), т . е . в случае предельной скорости движения (изменение энергии-импульса) .
Особый интерес представляет ситуация, когда изотропный интервал (8) является самовзаим-
ным (Self-Reciprocal, по определению Борна), но возникает при 0 и 0 .x x p pm mm m≠ ≠  Он реализу-
ется при условии
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что соответствует гиперболическому движению частицы с массой m, т . е . постоянному 4-ускоре-
нию, абсолютная величина которого определяется выражением
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 – предельная величина ускоре-
ния, достижимого для массы, имеющей заданную величину m . Для максимально большой мас-
сы, в качестве которой можно принять массу Вселенной (~1055 г), эта величина имеет порядок 
~10–8 см/с2 . Если учесть, что именно такое ускорение было зафиксировано в Аномалии Пионе-
ров, то этот результат фактически представляет собой экспериментальное определение числен-
ного значения массы Вселенной с 15 %-ной точностью .
В настоящем сообщении мы ограничимся кратким рассмотрением классической версии са-
мовзаимной динамики .
В таком подходе условие самовзаимности
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(a – фиксированное значение действия, чему соответствует заданная, согласно формуле (5), кон-
кретная величина массы), выступает в качестве уравнения энергии в (2 + 2 · 3)-мерном расши-
ренном пространстве QTPH, а соотношение
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есть уравнение поверхности энергии в этом пространстве, что позволяет ввести функцию Га-
мильтона следующего вида:
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0 k kH Q P= +  – энергия (интеграл движения) (9)
и построить модель самовзаимной Гамильтоновой динамики .
Соответствующие уравнения Гамильтона 
 
1 1
2 2 2 22 2
0 0
;
( ) ( )
k k k kdQ P dP Q
d d
H H
−
= =
t t
− t − t
имеют сферически симметричные решения 
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Для наглядной физической интерпретации модели выразим интеграл движения (9) в размер-
ных величинах
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что соответствует периоду колебаний
 
   (10)
Радиальная амплитуда колебаний равна 
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Видно, что речь идёт об энергии локализованного пульсирующего трёхмерного массивного 
образования типа пространственного изотропного осциллятора, период и радиальная амплиту-
да пульсаций которого определяются заданной величиной массы в соответствии с (10) и (11) . Для 
макроскопических (не космологических) значений массы речь идёт о колебаниях запредельно 
высокой частоты в ограниченном объёме, линейный масштаб которого порядка соответствую-
щего радиуса Шварцшильда (классическая аналогия квантового шрёдингерского «дрожания» – 
Zitterbewe�un�) и возникает естественный предел ньютоновой динамики точечных масс .
Примечательный результат возникает для максимально большой массы, равной массе на-
блюдаемой Вселенной (~1055 г), в этом случае период колебания ~1017 с, радиальная амплитуда 
~1027–1028 см . Это настолько близко к оценкам времени жизни и линейному размеру Вселенной, 
что позволяет утверждать о качественном соответствии рассматриваемой модели варианту ос-
циллирующей (cyclic) Вселенной в традиционной космологии .
47
Каноническое квантование модели приводит с учетом (3) к дискретным значениям энергии 
0
1
2
0(2 1)n pE n E= +  и времени 0
1
2
0(2 1) ,n pt n t= +  где n0 – натуральное число; Ep и tp – планков-
ские величины, а суперсимметричная факторизация интеграла энергии (9) – к гамильтониану 
осциллятора Дирака для фермиона с массой Планка (см . также [7; 10]) .
3 . Максимальная мощность и предельная плотность энергии.
Нетрудно показать, что предположение о существовании предела Гиббонса 
5
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приводит к выводу о наличии универсальной связи следующего вида между предельными значе-
ниями плотности энергии, с одной стороны, и темпа космологического расширения – с другой:
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где ( )H t  – параметр Хаббла .
Величина 1( ) ,H t t− D  обратная темпу расширения, имеет смысл некоторой характерной 
длительности, так что соотношение (12) допускает два варианта
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В соответствии с (13) существование минимального промежутка времени (минимальной 
продолжительностью расширения) автоматически означает наличие конечного верхнего преде-
ла для плотности энергии .
Поскольку минимальному значению действия соответствует минимальный промежуток вре-
мени
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где tp – планковское время,
то из (13) следует, что максимальная плотность энергии с точностью до численного коэффициен-
та порядка единицы совпадает с планковской, т . е . 94max( ) 10E pr = r   г/см3 .
Соответствующая гипотеза неоднократно высказывалась в прошлом . В предлагаемом под-
ходе она представляет собой следствие существования предела Гиббонса .
Соответственно, вариант (14) приводит к взаимной зависимости между минимальной плот-
ностью и максимальной продолжительностью расширения .
Соотношение (14) можно записать в виде
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Отсюда следует: в предположении, что современное наблюдаемое значение постоянной Хаб-
бла 0H  является его нижним пределом (или близко к нему, т . е . min 0H H≈ ), то для предельно ма-
лой плотности энергии получим значение
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т . е . минимально допустимая плотность энергии нашей Вселенной составляет одну шестую от 
критической сr  (фактически – от наблюдаемой сегодня) .
Заключение. Существование предела Гиббонса позволяет привести пространственно-вре-
менные и импульсно-энергетические переменные к одной размерности, объединив их универ-
сальным образом в комплексный 4-вектор, и определить группу Барута в качестве группы фун-
даментальной симметрии (2 + 2 · 3)-мерного расширенного фазового пространства . Вещественный 
метрический инвариант группы является взаимно-симметричным . Этот инвариант, рассматри-
ваемый как квантовомеханический оператор, заданный в представлении чисел заполнения, со-
впадает с оператором самовзаимного уравнения Борна, дающего эквидистантный спектр ква-
драта массы и действия в планковских единицах .
В случае классической трактовки канонических переменных условие самовзаимности инва-
рианта (его равенство нулю) соответствует движению массивной частицы с постоянным 4-уско-
рением, абсолютная величина которого параметрически (обратно пропорционально) зависит от 
её массы и имеет конечный верхний предел при любом конечном значении массы . Заданной массе 
автоматически сопоставляется параметр размерности длины, который совпадает (без обращения 
к ОТО!) с гравитационным радиусом частицы . При этом возникает нетривиальная возможность 
взаимно-симметричного описания гравитационных взаимодействий, дополнительного к чисто 
геометрическому подходу ОТО, где локализованная инертная масса как таковая в явном виде во-
обще не представлена . При этом исходная SU(1,3) симметрия полностью сохраняется, поскольку 
соответствующая алгебра Ли может быть определена в рамках Гамильтонова подхода путём ис-
пользования классических скобок Пуассона в качестве бинарной операции .
В построенной на этой основе квазиньютоновой модели взаимно-инвариантной Гамильтоно-
вой динамики с чисто гравитационным взаимодействием масса возникающего при этом про-
странственно локализованного модельного объекта типа трехмерного изотропного осциллятора 
является единственным свободным параметром, определяющим его пространственно-времен-
ные, импульсно-энергетические масштабы, а также частотные характеристики . В предельном 
случае массы Вселенной модель воспроизводит «осциллирующий» (cyclic) вариант традицион-
ной космологии . Наличие предела Гиббонса приводит к универсальной связи между плотностью 
энергии и темпом космологического расширения, а также к существованию верхнего и нижнего 
пределов этих величин .
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